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Annotatsiya. Ushbu maqolada Fok fazosining girgilgan ikki zarrachali gism fazosida aniglangan
umumlashgan Fridrixs modeli batafsil o ‘rganiladi va u 2-tartibli operatorli matritsa ko ‘rinishida
ifodalanadi. Modelning muhim (uzluksiz) hamda diskret spektrlari to ‘lig ravishda tavsiflanadi. Tadgiqot
jarayonida modelga mos birinchi va ikkinchi Shur to ‘ldiruvchilari konstruktiv ravishda qurilib, ularning
operatorlar nazariyasidagi o ‘rni va ahamiyati asoslab beriladi. Shuningdek, ushbu Shur to ‘ldiruvchilar
yordamida operatorli matritsaning spektral xossalari tegishli teoremalar sifatida bayon gilinadi hamda
qat’iy isbotlanadi. Olingan natijalar umumlashgan Fridrixs modellari nazariyasini rivojlantirishda hamda
Fok fazosida garalayotgan kvant tizimlarning matematik modellarini yanada chuqurroq tushunishda muhim
ahamiyat kasb etadi.

Kalit so‘zlar: umumlashgan Fridrixs modeli, Fok fazosi, operatorli matritsa, muhim spektr, diskret
spektr, Shur to ‘ldiruvchisi, Fredgolm determinanti, xos qiymat, spektral tahlil.

JIONMOJHEHUSA IITYPA OBOBIIEHHON MOJIEJIN ®PUJIPUXCA B TIPOCTPAHCTBE
®OKA 1 UX MATEMATUYECKHI AHAJIA3

Annomauus. B oannoii cmamve noopobHo ucciedyemcesi 0000wénnas mooenv Opudpuxca, 3a0aHHAS
6 YCEeUGHHOM O08YXHACMUYHOM noonpocmparcmee npocmparncmea Doxa u npedcmasnenuas 8 6ude
OnepamopHol mampuyvl 6mopoco nopsioxa. Ilonnocmelo onucanvl cywecmeeHuvlll (HenpepviHblil) U
OUCKpemHbll cnekmpul Mooeau. B xode uccnedoganusi KOHCMPYKMUBHO HOCMPOEHbl Nepablil U GMopol
Odonomnumenu Lllypa, coomeemcmayrouue 0aHHOU MoOeau, u 000CHOBAHBL UX POIb U 3HAYEHUE 8 Meopull
onepamopos. Kpome moeo, ¢ nomowwio smux dononnumeneii Lllypa cnekmpanvhuie ceoticmea onepamopHoil
Mampuybl CHOPMYTUPOBAHLL 8 BUOE COOMBEMCMEYIOWUX meopeM U cmpo2o ookazamvl. Ilonyuennvie
pe3yivmamvl UMEIom 8adicHoe 3HaueHue O OanbHeuuieeo pazeumus meopuu 0000WEHHbIX Mooenell
Dpudpuxca, a makdce 0ns bonee 2nYOOKO20 NOHUMAHUS MAMEMAMUYECKUX Mooeell KBAHMOBbIX CUCHEM,
pacemampusaemvix 6 npocmpancmee Doxa.

Knrwouesvie cnosa: 0606wénnas modens @puopuxca, npocmpancmeo Doxa, onepamopHas mampuya,
cyujecmeennvlll  cnekmp, OUCKpemubwili chnekmp, oOonoinenue Illypa, onpedenumens @pedeonrvma,
cobcmeennoe 3Hauenue, CReKMpaibHblll AHAU3.

SCHUR COMPLEMENTS OF THE GENERALIZED FRIEDRICHS MODEL IN FOCK
SPACE AND THEIR MATHEMATICAL ANALYSIS

Abstract. This article presents a study of the generalized Friedrichs model defined in the truncated
two-particle subspace of Fock space and represented in the form of a second-order operator matrix. The
essential and discrete spectra of the model are characterized. The first and second Schur complements
corresponding to the model are constructed, and their role in operator theory is substantiated. By using
these Schur complements, the spectral properties of the operator matrix are formulated as theorems and
rigorously proved. The results are important for the development of generalized Friedrichs models and for
understanding mathematical models of quantum systems in Fock space.

Keywords: generalized Friedrichs model, Fock space, operator matrix, essential spectrum, discrete
spectrum, Schur complement, Fredholm determinant, eigenvalue, spectral analysis.

Kirish. Zamonaviy funksional analiz va operatorlar nazariyasida Hilbert fazosidagi chizigli
chegaralangan va chegaralanmagan operatorlarning spektral xossalarini o‘rganish masalasi muhim ilmiy
yo‘nalishlardan biri hisoblanadi. Aynigsa, murakkab tuzilishga ega bo‘lgan blok operatorli matritsalarni,
ya’ni elementlari chizigli operatorlardan iborat matritsalarni tahlil gilishda samarali usullarni ishlab chiqgish
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dolzarb masalalardan biridir. Shu nuqtayi nazardan, Shur to‘ldiruvchilari (Schur complements) nazariyasi
nafagat algebraik, balki analitik jihatdan ham keng qo‘llaniladigan kuchli vosita sifatida ajralib turadi.

Shur to‘ldiruvchisi tushunchasi dastlab chekli o‘lchamli matritsalar uchun kiritilgan bo‘lsa-da,
keyinchalik u cheksiz o‘lchamli fazolardagi operatorlarga ham muvaffagiyatli umumlashtirildi. Ushbu
yondashuv blok operatorli matritsalarni soddalashtirish, ularning spektrini aniglash, hamda xos giymatlar va
xos funksiyalarni tadqiq qilishda muhim rol o‘ynaydi. Xususan, Shur to‘ldiruvchisi yordamida berilgan
operatorni kichikroq o‘lchamli operatorlar orqali ifodalash va shu orqali murakkab masalalarni nisbatan
sodda ko‘rinishga keltirish mumkin [1, 2].

Bundan tashqari, Shur to‘ldiruvchilari kvant mexanikasi, matematik fizika, sonli analiz va differensial
tenglamalar nazariyasida uchraydigan ko‘plab masalalarni yechishda ham keng qo‘llaniladi. Aynigsa, ko‘p
zarrachali sistemalar, panjarali modellar va Fridrixs tipidagi operatorlar uchun spektral tahlilni amalga
oshirishda ushbu usul samarali natijalar beradi.

Mazkur maqgolada Fok fazosining girgilgan ikki zarrachali gism fazosida ikkinchi tartibli operatorli
matritsa ko‘rinishda tasvirlanuvchi umumlashgan Fridrixs modelining muhim spektri topilgan. Uning
Fredgolm determinantini qurish orqgali diskret spektri tavsiflangan. Mos birinchi va ikkinchi Shur
to‘ldiruvchilari qurilgan, ularning ayrim asosiy xossalari tahlil gilingan. Shuningdek, Shur to‘ldiruvchilari
yordamida muhim spektrni tavsiflash va xos giymatlarni aniglashga doir ayrim natijalar keltirilgan [3].

Mavzuga doir adabiyotlar tahlili. Shur to‘ldiruvchilari haqida. Bizga H; va H; Hilbert fazolari
berilgan bo‘lib,

H=H OH,
to‘g‘ri yig‘indi berilgan bo‘lsin. U holda H Hilbert fazosida aniglangan har ganday A chiziqli,
chegaralangan operator hamisha ikkinchi tartibli operatorli matritsa (1) ko‘rinishida tasvirlanadi:
Apn Agp
A= (AZI Azz)' @
bu yerda A;;:H; - H; i,j =12 matritsaviy elementlar chizigli, chegaralangan operatorlardir.
Ma’lumki, A o0‘z-0‘ziga qo‘shma operator bo‘lishi uchun barcha i,j =1,2 uchun }[ij* =Hj;
tengliklarning bajarilishi zarur va yetarlidir.

Shur to‘ldiruvchilari dastlab matritsalar nazariyasida qo‘llanilgan. (1) ko‘rinishdagi blok matritsa bilan
bog‘liq bo‘lgan A,, — A,1A1144, tipidagi ifodani qarash g‘oyasi kamida Issai Schur [4] ishlariga borib
taqaladi, balki undan ham oldin James Joseph Sylvester tadqiqotlarida uchrashi mumkin. “Shur
to‘ldiruvchisi” (Schur complement) atamasi esa 1968-yilda Emilie Virginia Haynsworth [5] tomonidan
kiritilgan bo‘lib, u bo‘lingan (blokli) matritsalarni o‘rganish jarayonida ushbu tushunchani ilmiy muomalaga
olib kirgan. Hilbert fazolarda Shur to‘ldiruvchilari ilk bor Mark Grigorievich Kreinning 0°z-o‘ziga qo‘shma
operatorlarning kengaytmalari haqidagi mashhur [6] ishida “qisqartirilgan operatorlar” (shorted operators)
nomi ostida uchraydi. Matritsalar nazariyasi va sonli chiziqli algebra sohalaridagi ko‘plab qo‘llanilishlaridan
tashqari, Shur to‘ldiruvchilari statistika, elektrotexnika hamda matematik tizimlar nazariyasi kabi ko‘plab
boshga yo‘nalishlarda ham keng qo‘llaniladi. Xususan, ular chiziqli vaqtga nisbatan invariant tizimlarning
holat fazosidagi realizatsiyalarida uzatish funksiyalari sifatida namoyon bo‘ladi. Chegaralangan va
chegaralanmagan blok operatorli matritsalar nazariyasida Shur to‘ldiruvchilari spektr hamda turli spektral
xossalarni o‘rganishda kuchli vosita hisoblanadi. Bu holat ilk bor Rolf Nagel [7] tomonidan qayd etilgan. U
“diagonal soha” va “diagonal bo‘lmagan soha” tushunchalari asosida chegaralanmagan operatorli matritsalar
uchun o°ziga xos “matritsalar nazariyasi’ni rivojlantirishni boshlab bergan.

A blok operatorli matritsaning spektral xossalari bilan uning Shur to‘ldiruvchilari bo‘lgan

51(2) = Ay — 2 = A(Az2 — 2) M Ay 2 € 9(Az2)
5,(2) = Ayp =2 — A1 (A1 — 2) MA, 22 0(Ay)
operatorlarning spektral xossalari o‘rtasidagi yaqin bog‘liglik, masalan,
S I 0\(An—-z O I(Ay; —2)7! AIZ)
A-z= (A21(A11 —z)7! 1)( 0 SZ(Z))< 0 I z & o(dn)

uchun qo‘llaniladigan Frobenius—Shur faktorizatsiyalari hamda R(z) rezolventa uchun mos
faktorizatsiyalardan yaqqol ko‘rinadi.

[8] magolada haqiqiy z spektral parametrga bog‘liq bo‘lgan, 3x3 o‘lchamli blok operatorli
matritsaga mos keluvchi birinchi Shur to‘ldiruvchisi S;(z) ko‘rib chigilgan S;(z) operatorning muhim
spektri lakunalarni o‘z ichiga olishi mumkin bo‘lgan holat tahlil qilingan. S;(z) operatorining spektral
tahlilidagi muhim masalalardan biri - muhim spektrdan tashgarida joylashgan xos giymatlar sonining chekli
yoki cheksiz ekanligini aniglashdan iborat. Bu maqolada S;(z) operatorining diskret spektri batafsil
o‘rganilgan hamda tadqiq qilinayotgan matritsa operatori bilan S; (z) operatorining xos qiymatlari o‘rtasidagi
bogliglik aniqlangan. Shuningdek, S;(z) operatorining xos vektor-funksiyalari uchun Faddeyev
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tenglamasining simmetriklashtirilgan analogi qurilgan va xos giymatlar soni bilan bog‘liq ayrim asosiy
xossalar isbotlangan. Mualliflar tomonidan S;(z) operatorining muhim spektridan tashgarida joylashgan
ixtiyoriy intervaldagi xos giymatlar soni va ularning karraliligini aniglash formulalari keltirilgan. Olingan
formulalar lakunada joylashgan diskret spektrning tagsimoti uchun asimptotik baholarni hosil gilish imkonini
beradi. Bundan tashgari S;(z) operatorining diskret spektri chekli bo‘lishi uchun yetarli shartlar topilgan.
S1(2) operatorining xossalaridan kelib chigib, operatorli matritsa uchun ikkita muhim xulosa chigarilgan.

[9] maqolada panjaradagi bitta qo‘zg‘almas atom va ko‘pi bilan ikkita fotondan iborat spin-boson
modeli ko‘rib chiqilgan. Bu modelga mos keluvchi z spektral parametrga bog‘liq bo‘lgan S;(z) birinchi
Shur to‘ldiruvchisi qurilgan. Spin-bozon modeli uchun S; (z) operatorga nisbatan Birman—Shvinger prinsipi
isbotlangan. Shuningdek, tadqiq gilingan model xos qiymatlari soni bilan bog‘liq bo‘lgan S;(z)
operatorining muhim xossalari torning barcha o‘lchamlari hamda ixtiyoriy bog‘lanish konstantasi uchun
tadgiq etilgan.

[10] maqolada fermionli Fok fazosida ta’sir qiluvchi uchinchi tartibli chegaralangan, o‘z-o°ziga
qgo‘shma operatorli matritsa ko‘rib chiqilgan. Avvalo, uning spektral xossalarini o‘rganish maqsadida
uchinchi tartibli diskret parametrli operatorli matritsa kiritilgan. So‘ngra, mazkur operatorli matritsaga mos
keluvchi birinchi Shur to‘ldiruvchisi qurilgan va undan foydalanib, operatorli matritsaga mos birinchi Shur
to‘ldiruvchisi aniqlangan. Uchinchi tartibli matritsaning xos qiymatlari bilan unga mos birinchi Shur
to‘ldiruvchining xos qiymatlari o‘rtasidagi bog‘liglik o‘rnatilgan. Shuningdek, operatorli matritsasining
birinchi Shur to‘ldiruvchisining xos gqiymatlariga bog‘liq bo‘lgan funksiyaning A spektral parametrga
nisbatan monoton o‘suvchi va uzluksiz ekanligi isbotlangan

Umumlashgan Fridrixs modeli va uning spektri

Dastlab, T¢ orgali d-o‘lchamli torni, H;:= C orqali bir o’lchamli kompleks sonlar fazosini,
Hy:= L,(T%) orgali T¢ torda kvadrati bilan integrallanuvchi funksiyalarning Hilbert fazoni belgilaymiz.
Ushbu fazolarning to’g’ri yig’indisini

H:= }[1 @ .7'[2
kabi aniglaymiz.
H fazoda
A A
A= ( i 12). 1
Ay A W)

operatorli matritsani garaymiz. A operatorli matritsaning Aj;,i,j = 1,2 elementlari quyidagicha
aniglanadi:

A fi = afy, Aafy = dev(t) f2(t) dt,

(A21 /D)) =v()fi, (Az2f2)(x) = ulx)fo (%),
bu yerda, a ixtiyoriy haqigiy son, f; € #;,i = 1,2, u(-) va v(-) funksiyalar T¢ torda aniglangan
haqiqgiy giymatli uzluksiz funksiyalardir.
Operatorli matritsaning matritsaviy elementlari aniqlanishiga ko‘ra, A,; = A7, munosabat bajariladi.
Demak, A operatorli matritsa 0‘z-o‘ziga qo‘shma operatorni ifodalaydi.
Endi A operator matritsaning muhim spektrini aniglash uchun quyidagi operatorni gqaraymiz:

0 0
Ao = (0 Azz)'

Bu holda A — A chekli o‘lchamli qo‘zg‘alish operatori bo‘ladi. Chekli o’lchamli qo’zg’alishlarda muhim
spektrning o’zgarmasligi haqidagi Veyl teoremasiga ko‘ra, A operatorli matritsaning muhim spektri uchun
Oess(A) = Oess(Ap) = 0(Azz).
tenglik o’rinli. A,, operator aniqlanishiga ko’ra ko‘paytirish operatori bo‘lgani sababli uning spektri u(x)
funksiyaning giymatlar to‘plami bilan aniqlanadi, ya’ni
Oess(A) = [m, M],
bu yerda

m: = min u(x), M = max u(x).
x€T4d X€T4
Endi A operatorli matritsaning diskret spektrini tavsiflash magsadida C\ [m, M] sohada regulyar

bo’lgan
2(t
Az) =a—2z— v—() dt
u(t) —z
Td
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funksiyani garaymiz. Mazkur A(z) funksiya A4 operatorli matritsaga mos Fredgolm determinanti
deyiladi. A operatorning diskret spektri shu determinantning nollari orqali tavsiflanadi, ya’ni
0gisc(A) = {z € C\ [m, M]: A(z) = 0}.
Demak, A operatorli matritsaning xos giymatlarini topish masalasi Fredgolm determinantining
nollarini topish masalasiga keltiriladi.

Birinchi va ikkinchi Shur to‘ldiruvchilari

Faraz gilaylik, z soni A,, operatorning regulyar nuqtalar to‘plamiga tegishli bo‘lsin, ya’ni z € p(A4,;)
bo‘lsin. U holda A operatorli matritsaga mos birinchi Shur to‘ldiruvchisi
51(2) = Ayy — 2zl — A15(Azp — 21) "M Ay
formula orqali aniglanadi. Berilgan model uchun birinchi Shur to‘ldiruvchining ta’siri quyidagicha bo‘ladi:

v3(t)
u(t) —z

Faraz gilaylik, z € p(A;;1) bo‘lsin. U holda A operatorli matritsaga mos ikkinchi Shur to‘ldiruvchisi
5,(2) = Agy — 2l — Ap1(Ag1 — 2I) " Ag,
formula orqgali aniglanadi. Berilgan modelda ikkinchi Shur to‘ldiruvchining ta’siri

v(x)
($2(2)f2) (%) = (u(x) = 2)f(x) ——— Zdev(t) f2(t) dt, f; € Hy,

a

ko‘rinishda ifodalanadi.

1-teorema. Agar z € R\ [m, M] bo‘lsa, u holda z soni A operatorli matritsaning xos giymati
bo‘lishi uchun 0 soni S; (z) operator uchun xos giymat bo‘lishi zarur va yetarlidir.

Isbot. Zaruriyligi. Faraz qilaylik, z soni A operatorli matritsaning xos qiymati bo‘lsin. U holda
shunday noldan fargli f = (f, f2), bu yerda f; € H;, f, € H, vektor topilib, Af = zf tenglik bajariladi.
Bu esa quyidagi sistemaga ekvivalent:

{(An —zDfi + A12f2 =0,
Az fi + (A2 —zD)f; = 0.

z € R\ [m, M] bo‘lgani uchun A,, — zI operatori teskari operatorga ega. Shuning uchun sistemaning

ikkinchi tenglamasidan

S1@Df)x)=|a—z —f dt | f1 = A(2)f;.
Td

fo=—(A2, — 2I) ' Apufy (2)
Ushbu (2) ifodani birinchi tenglamaga qo‘ysak,
(A1x —zD)fy — A1a(Agp —2D)7M A1 1 =0
tenglikka ega bo‘lamiz. Bundan
(A11 — 21 — A1 (Ayp —21) 1 A31)f1 = 0
ifoda kelib chigadi. Demak,
S1(2)f1 = 0.
Ushbu tenglikda f; = 0 bo‘lishi mumkin emas. Aks holda yuqoridagi formuladan f, = 0 kelib
chigadi. Bu esa f # 0 ga zid. Demak, f; # 0, ya’ni 0 soni S;(z) operatorning xos qiymati bo‘ladi.
Yetarliligi. Faraz gilaylik, 0 soni S;(z) operatorning xos qiymati bo‘lsin. U holda shunday f; # 0
mavjudki, S;(z)f; = 0. Endi

for=—=(Az2 — 2zD)7 Apsfu

deb olamiz. U holda

Ay fi+ (A —zD)f; =0
tenglik bajariladi. Bundan tashgari,

(A1 — zDfy + Arafo = (A1 — zDfy — A12(Agp — 217 Apa fi = S1(2)f1 = 0.

Shunday qilib,
fi f
A(3) =7 (1)
Demak, z soni operatorli matritsa <A ning xos giymati bo‘ladi.
2-teorema. Agar z € R\ ([m, M] U {a}) bo‘lsa, u holda z soni <A operatorli matritsaning xos giymat
bo‘lishi uchun 0 soni S, (z) operatorning xos qiymati bo‘lishi zarur va yetarlidir.
Isbot. Zaruriyligi. Faraz gilaylik, z soni A4 operatorli matritsaning xos qiymati bo‘lsin. U holda

shunday noldan fargli f = (1, f>), fi € Hy, f» € H, vektor mavjud bo‘lib, Af = zf tenglik bajariladi. Bu
esa quyidagi sistemaga ekvivalent:
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{(An —zl)fy + A12f2 =0,
Azifi + (A —2zD)f, = 0.

z € R\ (Jm, M] U {a}) bo‘lgani uchun A;; — zI operatori teskari operatorga ega. Shuning uchun
sistemaning birinchi tenglamasidan

fi= (A —zD) 7 Asafy 3)
hosil bo‘ladi. (3) ifodani ikkinchi tenglamaga qo‘ysak,

—Ay1 (A1 — 2D Asafo + (A — 2zDf, =0

(Apz — 2l — Ay (Ay — zD) 7' AR)f, =0
munosabat kelib chigadi. Demak,

ifodaga ega bo‘lamiz. Bundan

S2(2)f, = 0.
Ushbu tenglamadan f, = 0 bo‘lishi mumkin emas. Aks holda yuqoridagi formuladan f; = 0 kelib
chigadi. Bu esa f # 0 shartga zid. Demak, f, # 0, ya’ni 0 soni S, (z) operatorning xos qiymati bo‘ladi.
Yetarliligi. Faraz gilaylik, 0 soni S,(z) operatorning xos qiymati bo‘lsin. U holda shunday f, # 0
mavjudki, S,(z)f, = 0. Endi

fii=—(A11 — zD 7 Ao fs
deb olamiz. U holda

(A1 —zD)f; + A12f, =0
tenglik bajariladi. Bundan tashgari,
Ayify + (Aap — 2z f, = —Ay1 (A1 — 2D) T Asafo + (Agp — 2D f, = S2(2)f2 = 0.

Shunday qilib,
f1> (fl)
A ( =z
f2 f2
tenglik hosil bo‘ladi. Demak, z soni operatorli matritsa 4 ning xos qiymati bo‘ladi.

Xulosa. Ushbu magolada Fok fazosining qirgilgan ikki zarrachali gism fazosida aniglangan
umumlashgan Fridrixs modeli kompleks va tizimli yondashuv asosida batafsil tadgiq etildi hamda u 2-tartibli
operatorli matritsa ko‘rinishida aniq ifodalandi. Tadqiqot davomida model operatorlarning muhim (uzluksiz)
spektri hamda Fredgolm determinantini topish orqali diskret spektri to‘liq va izchil ravishda tavsiflandi,
spektrlarning tuzilishi va o‘zaro bog‘ligligi aniqlashtirildi.

Shuningdek, modelga mos birinchi va ikkinchi Shur to‘ldiruvchilari konstruktiv usulda qurilib,
ularning operatorlar nazariyasidagi o‘rni, xossalari hamda spektral tahlildagi roli asoslab berildi. Olingan
natijalar umumlashgan Fridrixs modellari doirasida yangi ilmiy yondashuvlarni shakllantirishga xizmat
giladi hamda Fok fazosida qaralayotgan kvant tizimlarning matematik modellarini yanada mukammal
tushunish imkonini beradi. Shu bilan birga, mazkur tadgiqot natijalari operatorlar nazariyasi, spektral tahlil
va matematik fizikaning tegishli yo‘nalishlarida keyingi ilmiy izlanishlar uchun nazariy asos bo‘lib xizmat
gilishi mumkin.
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