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Annotatsiya. Ushbu maqolada nochizigli chegaraviy shartlar bilan bog‘langan ko'p o lchovii
chizigsiz issiqlik tarqalish masalasi yechimlarining sifat xossalari tadqiq etilgan. Tez diffuziya holida
solishtirish prinsipidan foydalanilgan holda, sistema yechimlarining vaqt bo ‘yicha global bo ‘lish yoki
chegaralanmaganlik shartlari topilgan. Olingan nazariy natijalar asosida, saqlanish qonunlariga muvofiq
balans usuli yordamida ko'p o'lchovli issiqlik targalish masalasi uchun oshkormas ayirmali sxema va
iteratsion jarayon qurilgan, bunda iteratsion jarayon uchun boshlang ‘ich yaqinlashish sifatida avtomodel
yechimlarning asimptotikalaridan foydalanish taklif etilgan. Hisoblash eksperimenti o ‘tkazilib, sonli
parametrlarning turli giymatlarda olingan sonli natijalar grafiklar ko ‘rinishida tasvirlangan.

Kalit so‘zlar: global yechim, asimptotika, chegaralanmagan yechim, avtomodel tenglama, chizigsiz
chegaraviy shart, Fujita turidagi kritik ko ‘rsatkichlar, mavjudlik.

CBOWVICTBA PEILIEHUII MHOI'OMEPHOM 3AJIAYY HEJIMHEMHOT'O TEILJIOBOI'O
PACITPOCTPAHEHMUS, CBSI3AHHOM C HEJIMHEVHBIMU 'PAHUYHBIMH Y CJIOBUSIMU

Annomauus. B cmambe ucciedyiomesi KauecmeenHble C8OUCNEA PeUuleHUll MHO2OMEPHOU HETUHEUHOU
3a0a4u Menionpo8OOHOCU C HETUHEUHbIMU CEA3AHHbIMU SPAHUYHBIMU YCRogUuaAMU. [ cayuas 6vicmpot
oughpyzuu ¢ UCNOIbL308aHUEM NPUHYUNA CPABHEHUS. YCMAHOGIEHbl YCI08US 20DANILHO20 CYUeCmE08aHUsL
pewienuil cucmemvpl U YCI08USL UX Heo2panuuenHocmu 8o epemenu. Ha ocnose nomyuennvix meopemuueckux
pe3yrpmamos 0 MHOZOMEPHOU 3a0ayu MenjionpooOHOCHU ¢ UCNOIb308AHUEeM OANAHCO8020 Memoda,
OCHOBAHHO20 HA 3AKOHAX COXPAHEHUs, NOCMPOEHbl HESI8HAS PAZHOCMHASL CXeMA U UMePAyUOHHbLI NPOYecc.
B xauecmeée HauanbHo20 NpUOIUdNICEHUS UMEPAYUOHHO2O NHPOYECCd NPEONONCEHO  UCNOAb308AMb
ACUMNIMOTUKU ~ ABMOMOOENbHbIX peuteHull. [Ipo6edén BubluUCTUMENbHbIL IKCHEPUMENM, pPe3ylbmamyl
YUCTEHHBIX PACUEMO8 NPU PA3TUYHBIX 3HAYEHUSX NAPAMEMPO8 NPedCmasieHbl 8 2paduueckom guoe.

Knrwuesvie cnosa: 2nobanvhoe peuienue, acCUMnmMOmMuKa, HEOSPAHUYEHHOE PeuleHue, a8MoMO0eIbHOe
ypasHeHue, HeluHellHoe epaHuyHoe Ycrosue, Kpumudeckue nokazamenu muna @yoxcuma, cywecmsosanue.

PROPERTIES OF SOLUTIONS TO A MULTI-DIMENSIONAL NONLINEAR HEAT
TRANSFER PROBLEM RELATED TO NONLINEAR BOUNDARY CONDITIONS

Abstract. This paper investigates the qualitative properties of solutions to a multidimensional
nonlinear heat conduction problem with nonlinear coupled boundary conditions. For the case of fast
diffusion, using the comparison principle, conditions for the global existence of solutions to the system and
conditions for their unboundedness in time are established. Based on the theoretical results obtained, an
implicit difference scheme and an iterative process are constructed for the multidimensional heat conduction
problem using a balance method based on conservation laws. As an initial approximation for the iterative
process, the asymptotics of self-similar solutions are proposed. A computational experiment is conducted,
and the results of numerical calculations obtained for various parameter values are presented graphically.

Keywords: global solution, asymptotics, unbounded solution, self-similar equation, nonlinear
boundary condition, Fujita type critical parameters, existence.

Kirish. Biz ushbu ishda O, = {(X,t ) ‘Xe Riv, 0<t<T } sohada quyidagi masalani qaraymiz:
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”n=V(‘Vui"1f P Vu/”f), xeRY,0<t<T,
m. |Pi 5uim" )
_‘Vui l‘ O :uiﬁl’ U, =u,x, =0,0<r<T, (1)
1
u;(x,0) =1,(x), X e Riv,

bu yerda Mm;, p, nochiziqli muhit xususiyatlarini ifodalovchi sonli parametrlar va quyidagi shartga ega:

p,<—-1 ¢q,>0, uy, (x) - uzluksiz, manfiy bo‘lmagan, chegaralangan funksiyalar, bunda:
m,

|7 Ou”

. . N N
. =i, % =0, vaba’zi X, € R," nuqta uchun sup pu,y < By (x)) "R ,u,, # 0.
1

(1) tenglamalar sistemasi buziluvchi bo‘lib, u; (x,t ) =0 yoki ‘Vui’”*‘ ‘ =( bo‘lganda klassik ma’noda

‘P[

yechimga ega bo‘lmasligi mumkin. Shuning uchun (1) masalaning ‘Vul.”’" Vu' eC (Riv x(0,+oo)),

O<u"eC (Q), (i =1,2,....k ) sinfda umumlashgan yechimini garaymiz va bu yechim (1) tenglamalar

sistemasini integral ayniyat ma’nosida yoki tagsimot ma’nosida qanoatlantiradi [1, 2].

(1) masala tabiatshunoslikda uchraydigan ko‘p komponentli nochizigli muhitlarda ko‘plab fizik,
biologik jarayonlarni tavsiflaydi. Jumladan, sonli parametrlarning turli qiymatlarida o‘zaro diffuziya
jarayonlarini, turli xil jismlarning o‘zaro issiqlik almashinuvini, yonish, suyuqlik va gazning politropik
filtratsiyasini, biologik turlar uchun populyatsiya jarayonini kabi turli xil hodisalarni tasvirlaydi [3-4]

[6] ishda nochiziqli filtratsiya masalalarining global mavjudligi va asimptotik xatti-harakatlari ham
tadqiq etilgan. Mazkur ishda bir jinsli bo‘lmagan muhitdagi quyidagi kvazichiziqli parabolik tenglama
garalgan:

m|P2 m N
p(xX)u, = V(‘Vu Vu ), (x,t) € R x(0,4»), )
NP . m|P2 ou”
nochiziqli chegaraviy shart —‘Vu ‘ 5 0,6)=u’, x,=0,t>0, 3)
X
va boshlang‘ich shart  u(x,0) =u,(x) 20, 4)

bilan birgalikda o‘rganilgan. Bu yerda p(x)=(l+|x|)n — mubhitning bir jinsli bo‘lmagan zichligini

1
ifodalovchi funksiya. Shuningdek, tez diffuziya holati 1< p <14+— uchun yechimlarning global
m

mavjudligi, kritik global mavjudlik kritik ko‘rsatkichi va Fujita kritik ko‘rsatkichi aniglangan hamda global
yechimlar holida ularning asimptotik xatti-harakati o‘rganilgan.
[7] ishda quyidagi nochiziqli buziluvchan parabolik tipdagi tenglamalar sistemasi:

uit:quix’"q”f (ul.’"l)x), i=1,2,....k, x>0, 0<t<T, 5

X

nochiziqli chegaraviy
k
w7 (w) o =]Jul (0.0, i=12,...k, 0<t<T, (6)
x i -

hamda boshlang‘ich shartlar bilan berilgan
u,(x,0)=u,(x), i=L2,....,k, x>0, (7)
(5)-(7) masalaning avtomodel yechimlari asimptotikasi va sonli yechimlarini tadqiq etilgan. Bu yerda

k>1, p, >L—l, m =1, q,>0 (i=12,...,k) va uy(i=12,..,k) funksiyalar R, da manfiy
m.

1
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pitl

o \pit2
bo‘lmagan uzluksiz funksiyalar. Bu ishda masalaning kompakt yurituvchili yechimi uchun & — [%]

da quyidagi F;(&) = Fl (l +0 (1)) asimptotika o‘rinli bo‘lishi isbotlangan.
[8] ishda mualliflar quyidagi boshlang‘ich-chegaraviy masalani qaraganlar:
uy =)y, (x,1) € Ry x(0,T),
—@™) (0,0 =uP(0,1), 1e(0;T),
u(x,0) = uO(x), xeR,,
bu yerda O<m<1, p>0. Mazkur modelda 0<m<lsharti tez diffuziyani ifodalaydi. Chegaradagi
—(um)x (0,7) = uf (0,7), shart esa diffuziya jarayonining nochiziqli chegaraviy manba bilan o°zaro ta’sirini
ifodalaydi. Tadqiqotning asosiy maqsadi m  va p parametrlarining qiymatlariga qarab musbat

yechimlarning vaqt bo‘yicha global mavjudligi va chekli vaqtda blow-up bo‘lish xususiyatlarini aniglashdan
iborat. Barcha yechimlar global mavjud bo‘ladigan, shuningdek global va blow-up yechimlar birgalikda
mavjud bo‘lishi mumkin bo‘lgan holatlarni tavsiflaganlar.

p(x)=LN=1, m=1 bo‘lgan (2)—(4) masalaning ayrim yechim xossalari Zejja, Jingxue va

1

Chunpeng [5] tomonidan o‘rganilgan. Sekin diffuziya holatida 0< g < (m + 1) ( P 1) —— bo‘lganda, (2)-
p

(4) masalaning yechimi vaqt bo‘yicha global mavjud bo‘lishi isbotlangan. Bundan tashqari, ular

1
qg.=(m+1) ( p- 1) —1 kritik ko‘rsatkich ekanligini ko‘rsatganlar. Agar (m+1)(p—1)——< g <q,, bo‘lsa,
P

barcha yechimlar chekli vaqtda chegaralanmas bo‘lib qoladi, ammo ¢ > ¢, bo‘lganda global yechimlar
mavjud bo‘ladi. Tez diffuziya holatida ham shunga o‘xshash natijalar [7,8] da olingan.

Tadqiqot metodologiyasi.

N
(1) masalani yechishda radial-simmetrik almashtirish bajarib 7» = Z«/ xi2 . e ==
i=1 axl 2 z X-2 r

=V

foydalanib, quyidagi radial-simmetrik ko‘rinishga keltiramiz:

m\Pi o m;
M _ =N 9| N-1|%% o
ot or ‘ or ‘ o |
®)
Ou; Ou; q;
— =Uu. .
‘ or ‘ arl i+1

Avtomodel tenglamalar sistemasini qurish uchun (8) masalani yechimini quyidagi ko‘rinishda
qidiramiz, ya’ni:

L) =(T+0 ). on=lg] & =arne e M ©)

buyerda @; +1=f; +(cym; + ;) (p; +1), (e m; +B)(p; +1) =y, 1, » (1 =1,2,...).
(8) masala quyidagi ko‘rinishga keladi.
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(Vim‘ )!] (m)+ay,(m)+nBv(1n,)=0,

(10)

bi .

o

—|(v." —=vi(n.,), i=12,..k.
( i ) 6771 z+1(771+1)
(10) masalani avtomodel yechimi Vi (n,)= (al. +bn’" )m ko‘rinishda izlab,
1
p+2 p,+1 _1—ml~(pl-+1) p;+l

Y, =— 450, b =
pr1 7 -1 T T ey

natija olinadi.

Teoremal. Aytaylik min{N ﬁl —0!,-} >0 shart bajarilsin, u holda (1) masalaning yechimi global
bo‘ladi.

Isbot. Quyidagi \_)i(ni) yechimni

Vo= s Vg = max(0, y),

(11
,|Pi avm,-
- (vim’) —>vi(n,),  i=L2,..k
on,
(11) ga qo‘yish orqali quyidagi ko‘rinishga kelamiz:
vi0)(@; = BiN) <0,
_pH Pt (12)

i+ q:

- +2)m; ! l-m{ p.+1 l-m. (p,, +])"

Mb- (a. +b,) l[pl ]Z(a. 1+b. 1) l+1(pl+1 ) ,
1—m;(p; +1) ! ot B

(12) tengsizlik teorema sharti bajarilganda (1) masalani yechimini global bo‘lishini ko‘rsatadi.
Izoh 1. 1-teoremaga ko‘ra (1) masala uchun Fudjita tipidagi kritik eksponentalar giymatlari quyidagicha

bo‘ladi: min { N —a,} =0.

Belgilashlar kiritamiz:

g = m,(p,+1) _ (pl.+1)(le.+1)
" a(m(p+)-1)" " a((p+2) - N(=m(p,+D))
bu yerda ¢,, global yechim mavjudlik kritik eksponentasi, ¢g,. Fudjita tipidagi kritik eksponenta.
Teorema2. Agar quyidagi shart ¢;y <¢; <{;. bajarilsa, u holda (1) masalaning har qanday notrival

yechim chekli vaqt ichida chegaralanmagan (blow up) bo‘ladi.
Isbot: Teoremani isbotlash uchun yechimni quyidagicha olamiz.

N 1
Uy (x,1) = (2' 4 t)_]+(mlvN+])(pi+l)—N v,(n,) ;= |§l , &=+ x)(z' + t)_1+(miN+l)(pi+1)fN , (13)

1

Lt g

buyerda 6, 0.5,) =(a+bn" ) b == 2 PO
ml. pi+

n. e {77 > 0|Vl- (7.)2 0} uchun quyidagi shartlarni qanoatlantiradigan — =0 va

(o)

m

=0
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Pi

oy d | yaladvt| o dv N
no—n + v,(n,)+
dn,\" dn,| dn, | 1+ mN+D(p+D-N "
1 dv.
+ n.—-<0,
I+(mN+1)(p,+1)-N "~ dn,

(1) masalaning umumlashgan yechimining xossalaridan foydalanib, £, > 0 bo‘lsa, Mi(o, to) >0 ekanligini
ko‘ramiz. Shunday qilib 7 >0 va @, >0 mavjud boladiki, u, (x,7,) > u,(x,1,), xR .

Hisoblashlar shuni ko‘rsatadiki, uBl.(x, t) (1) masalaning Rév x(to,+oo) quyi yechimi hisoblanadi.
Taqqoslash prinsipi ko‘ra quyidagini hosil qilamiz u; (x,t) 2 Uy, (x,t),(x,l) eR” X(to,—i-oo). Endi % 21,
va T yetarlicha katta bo‘Isin, shunda

g (x,6.) 21, (x,0), xeR) (15)
bu yerda u; (x, t) (9) da berilgan.

Hisoblashlardan so‘ng, (15) dan quyidagiga keladi:

N _a14; (P +2)—(pi+D)
(z+2) HmNeDpen-N 2 T DD

(16)

aq; A—my; (p;+1D)+m; (p;+1)

(z+¢t )_m =T (1Y)
(p; +1)(Nm. +1)
Shunday qilib, agar ¢; < L L shart bajarilsa, unda
o ((p; +2) = N(L=my(p, +1)
N(eyq;(1=m;(p; +1)) +m;(p; +1)) - o1q;(p; +2)=(p; +1)

A+ (mN+1)(p; +1) = N)(m; +1)(p; +1) 1+ (mN +1)(p; +1) = N)(m; +1)(p; +1) ’
bo‘ladi. Shuning uchun yetarlicha katta f. va T uchun (16) tengsizliklar o‘rinli bo‘ladi. Demak,

u,(x,t.) > uy, (x,t*), xe RY taqqoslash prinsipi bilan birgalikda #,(X,?) funksiyasi chekli vaqtda ichida
chegaralanmagan (blow -up) bo‘ladi.
Teorema 3. Agar p; < L—l bo‘lsa, u holda (1) masalaning yechimi quyidagi asimptotikaga ega
m.
i
bo‘ladi:
pitl
242 \my(pr+D)-1

— _ - pi+l
i,(x,t)=(z+1)“| a, +bp, , (17)

1
l—mi(pl- +1) .pl.+1
m; (pi +2) !
Isbot. (1) masalani asimtotik xatti-harakatiga ega bo‘lish uchun, (10)-avtomodel tenglamani
yechimini #;(x,?) ko‘rinishda gidiramiz.

bu yerda a ; >0, b = , y4 =max(0, y) bo‘lganda.

—m 1P Tm +1 pit+l +
v |db " diy S | p 42 (e _a<)fo'+z“ 7K
dni dnl i pi +1 1 1 2
—m |Pi = pi+2
nl—Ni 77N—1 % % — poitl 171_"'2 (l—a.-e_")}?-K*W-‘
dn, dn, | dn, p+1 ' o (18)
_ L (p.+2
ah (ni)+niﬂi%=hi-[—ﬂ’(p’ )(l—ai'ef")w,-*miwi}
dn, p;+1
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(18) tengliklarni (10)- tenglamaga olib borib qo‘yib,

42
. 1] (p,+2) .
le.+—p’Jr b Pip + )Wf+ ! —aw, |=0
p,+2 p+1 l-ae™ ,
dw'™ (p " i (p,
- w, N m.(p, +1) o dw, N m.(p, +1) w |,
bu yerda dr, m(p,+1)-1 dr, m(p,+1)-1
K*m:dKi+ Np+D) 1 - p;,+1 K, W‘*=dwi+ p;+1
dr, p,+2 l-ae™ m(p +1)-1 "odr, m(p,+D-1"
Agar 7,—>0o  bo‘lsa, u holda ;—ﬂ, Wj—)pi—Hmp bo‘ladi, undan
l-ae™ m,(p,+1)—1
. m.(p. +1 pitl 1] 1 0 mi (pi+l)
Kw— | (P, )1!‘ (P, +1) N + ‘W{ kelib chigadi.
|mi(pi +1)_1| 1 (mi(pi+1)_1) pt‘+2 mi(pi+1)_1

0 1
Natijada w, = 3 ( p,+2+N(m(p,+1)— 1))17m,»(pf+1) ekanligi isbotlanadi.

Ushbu ishda bir jinsli bo‘lmagan muhitdagi sekin diffuziya holi uchun chizigsiz issiqlik tarqalish
masalasi yechimlarining vaqt bo‘yicha global bo‘lish shartlari, avtomodel yechimlarning asimptotikalari
tadqiq etiladi.

Hisoblash eksperimenti va vizualizatsiya natijalari
Qo‘yilgan (1) masala saglanish qonunlariga muvofiq Balans usuli asosida ko‘p o‘lchovli issiglik
tarqalish masalasi uchun oshkormas ayirmali sxemalar
Uz(x,y), £=0.000 qurilgan [5; 4-bob]. Natijada hosil bo‘lgan nochiziqli

m=0312, p=06, k=m(p+1)=0.50
a=0.4762, p=0.4762

uch dioganalli algebraik tenglamalar sistemasini
chiziglashtirish uchun oddiy iteratsiya usulidan
foydalanib, chiziqlashtirilib, haydash (progonka) usuli
yordamida yechildi. Bunda, iteratsion jarayon uchun
boshlang‘ich yagqinlashish sifatida (9), (17) dan
foydalanilgan. Quyida k=3 da olingan sonli
natijalar keltirilgan.
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1-rasm. (1) masalaning sonli yechimi.
l-rasmda tez diffuziya holatiga mos keladigan vaqtning turli momentlari uchun (1) masalaning

1
min{N B; —ai} >0, P;< ;_1, 0< m; < 1, q; > 0  bo‘lgandagi sonli  yechimlarining grafiklari

i
keltirilgan. (1) masalani sonli yechishda iteratsion jarayon uchun boshlang‘ich yaqinlashish sifatida (9), (17)

lar olindi. Ma’lumki, p; < 1 —1 tez diffuziya holi bo‘lib, tarqalish cheksiz tezlikda sodir bo‘ladi. Iteratsiya

m;

5-6 gadamda yaqinlashdi. Xatolik ¢ = 10_5 ga teng.

Uylx,y). t=0.500

U;(x,y), t=0.000 m=0.455 p=0.1, k=mip+1)=0.50
m=0.455, p=0.1, k=m(p+1)=0.50 o =0,6250. B=0.6250
a=0,6250, B=0.6250

Uz(x, ), t=0.500
s u,(x.oy)l, t:l.Df()D - m=0312, p=06, k=mip+1)=050
m=0.455, p=0.1. k=mip+1)=0. -0.47 =0.476
a=0,6250, f=0.6250 b Sl g

U(x,y), t=1.000
m=0.312, p=0.6, k=m(p+1)=050
a=0.4762, f=0.4762

2-rasm. (1) masalaning sonli yechimi.
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2-rasmda (1) masalani sonli yechish natijalari tasvirlangan bo‘lib, ularda issiqlik tarqgalishi cheksiz
tezlik bilan sodir bo‘ladi.

Xulosa va takliflar. Maqolada chizigsiz chegaraviy shartlar bilan bog‘langan, tez diffuziya jarayonini
tavsiflovchi parabolik tipdagi tenglamalar sistemasining sifat xossalari avtomodel yondoshuv asosida tadqiq
etildi. Avtomodel yondashuv va yechimlarni solishitirish prinsipi asosida yechimlarning vaqt bo‘yicha global
bo‘lishi va chegaralanmagan yechimlarning hosil bo‘lish shartlari topildi. Hisoblash eksperimentida
asimptotik formulalardan boshlang‘ich yaqinlashish sifatida foydalanib, sonli yechimlar turli parametrik
giymatlarda tez diffuziya jarayoniga xos bo‘lgan issiqlik tarqalishi ko‘rsatildi.
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