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Annotatsiya. Mazkur ishda R® da aniglangan musbat koeffitsiventli k-tartibli bir jinsli nochiziqli
operatorlarning qo ‘zg ‘almas nugqtalari tadqiq qilingan. Qaralayotgan masala (k+1)-tartibli ko ‘phadning
musbat ildizlarini topishga keltirilgan hamda bu orqali qaralayotgan nochizigli operatorning R* da musbat
qo zg‘almas nuqtasi mavjudligi isbotlangan. Gammershteyn tipiga mansub nochizigli integral
tenglamalarning yechimini topish esa qaralayotgan nochiziqli operatorning qo‘zg‘almas nuqtasiga
keltirilishi ko ‘rsatilgan. k=2, k=3 va k=4 holatlar uchun yechimning yagonaligi isbotlangan hamda
yechimning aniq ko ‘rinishi keltirilgan. Olingan natijalar k-tartibli Keli daraxtida aniglangan translatsion-
invariant Gibbs o ‘Ichoviariga tatbiq qilingan.

Kalit so‘zlar: nochizigli operator, qo ‘zg‘almas nuqta, ko ‘phad, Gammershteyn tipidagi integral
tenglama, yadro, ajraluvchi yadro, simmetrik yadro, trivial bo‘lmagan yechim, binomial koeffitsiyent,
Dekard qoidasi, translatsion-invariant, Gibbs o ‘Ichovi, Keli daraxti.

HENOJIBUKHBIE TOUKHW HEJIUHEWHBIX OIIEPATOPOB, OIIPEJIEJIEHHBIX B R?, U
HEKOTOPBIE UX ITPUJIOXKEHUSA

Annomauus. B nacmosiwyeil pabome uccied08aHvl HENOOBUNCHBIE MOUKU OOHOPOOHLIX HEIUHEHbIX
onepamopos nopsoka k ¢ nonoxcumenvuoimu Kosguyuenmamu, onpedenénnvix 6 R:. Paccmampusaemasn
3a0aua ceedeHa K HAXOMCOEHUI0 NONONCUMENbHLIX KOpHel MHozounena cmenenu (k+1), umo noszeonuno
00Ka3ams Cywecmeosanue NoJI0HCUMeNbHOU HeNOOBUNICHOU MOYKU UCCTIe0YeMO20 HeNUHENHO20 onepamopa
6 R’. Iloxazano, umo 3a0aua HAXONCOEHUS DeuleHUll HeNUHEHbIX UHMESPANbHbLIX YDPAGHEHUll Mmuna
Lammepwmetina ceooumcs K 3a0aye O HENOOBUICHLIX MOYKAX PACCMAMPUBAEMO20 HENUHENHO20
onepamopa. /[[na ciayyaes k=2, k=3 u k=4 Ookazana eouncmeenHOCMb peuleHus, U NOIYYEHO e20 AEHOe
npeocmasnenue. llonyuennvie pe3yiomamvl NPUMEHEHbL K UCCIE008AHUI0 MPAHCIAYUOHHO-UHBAPUAHIMHBIX
mep [ubbca na depese Kanu nopsoxa k.

Kniouesvie cnoea: mnenumelinvili onepamop, HeNOOBUICHAS MOYKA, MHO2OYAEH, HeIUHelHoe
unmezpanvHoe ypagrnenue muna Iammepwimenina, s0po, bIPONCOEHHOE AOPO, CUMMempuiecKkoe s0po,
HEMpUBUAIbHOe — peuleHue, OUHOMUANbHLIL — Kodpguyuenm, npasuno [lexkapma, mMpaHCIAYUOHHO-
ungapuanmuulil, mepa I'uboca, depeso Konu.

FIXED POINTS OF NONLINEAR OPERATORS DEFINED ON R*> AND SOME OF THEIR
APPLICATIONS

Abstract. This paper investigates the fixed points of homogeneous nonlinear operators of order k with
positive coefficients defined in R’. The considered problem is reduced to finding the positive roots of a
polynomial of degree (k+1), which makes it possible to prove the existence of a positive fixed point of the
corresponding nonlinear operator in R It is further shown that the problem of finding solutions to
Hammerstein-type nonlinear integral equations can be reduced to the fixed-point problem for the considered
nonlinear operator. For the cases k=2, k=3 and k=4 the uniqueness of the solution is established, and its
explicit form is obtained. The obtained results are applied to the study of translation-invariant Gibbs
measures on the Cayley tree of order k.
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Kirish. Ma’lumki, hozirgi kunda turli sohalardagi ko‘plab zamonaviy tadqiqotlar matematikada
uchraydigan nochiziqli operatorlar nazariyasini tadqiq etishga keltirilmoqda. Bu esa o‘z navbatida mazkur
sohaga bo‘lgan qiziqgishni yanada kuchaytirmoqda. Nochiziqli operatorlarni tadqiq etish uchun umumiy
nazariyaning mavjud emasligi, unga doir masalalarni yechishda alohida yondashuvlar ishlab chiqishni taqozo
gilmoqgda. Ushbu yo‘nalishdagi asosiy masalalardan biri bu qo‘zg‘almas nuqta masalasi bo‘lib, uning
mavjudligi, yagonaligi, qo‘zg‘almas nuqtalarning soni hamda uning ko‘rinishini topish muhim hisoblanadi.

Dastlab 2010-yilda Keli daraxtidagi translatsion-invariant Gibbs o‘lchovlarini tadqiq qilish masalasi
nochiziqli integral tenglamalarni yechish masalasiga kelishi isbotlandi [1]. Shundan so‘ng [2-3] ishlarda
mazkur masalalar Gammershteyn tipiga mansub nochizigli integral tenglamasini musbat qo‘zg‘almas
nuqtalarini topish masalasiga keltirildi. Qaralayotgan Gammershteyn integral tenglamasining yadrosi
ajraluvchan holatda bir qancha tadqiqotlar olib borilgan hamda musbat qo‘zg‘almas nuqtalari soni uchun
kerakli natijalar olingan ([4-8] ishlarga qarang). Bu sohada ko‘plab tatgiqotlar olib borilganiga qaramasdan,
yadro ajraluvchi bo‘lgan holatda ixtiyoriy darajali Gammershteyn integral tenglamasini musbat qo‘zg‘almas
nuqtalari soni haqida yetarli natijalar mavjud emas emas. Shundan so‘ng yadroni ajraluvchi simmetrik
holatda qaralsa qanday natijalar olish mumbkinligi qiziqish uyg‘otdi [8]. Mazkur ishni shu kabi masalalarning
davomi sifatida garash mumkin.

R? da aniqlangan nochiziqli operatorlarning musbat qo‘zg‘almas nuqtalari

Biz Qi: R? — R? nochiziqli operatorni quyidagicha aniqlaylik:

k

k
Q) = Zc;;aix"-iy".amx"+Zc;;ai_1x"-iyi , (ke
i=1

bu yerda Ci.= (Binomial koeffitsiyent) va barcha i € {0,1, ...,k + 1} lar uchun a; > 0.

(k )II
R? da quyidagi to‘plamni qaraylik:

RZ ={(x,y):x >0,y > 0}.
Ushbu

_5k—j+1

k—-2j+1
A ST

Pry1(§) = a8+ +ZC] (k—] T1

k + 1 darajali ko‘phadni aniqlaylik.
2.1-lemma. Q-operator

1 S0
1

(2 ockaz’fo)k ! (2 ockazfo)k !

qo zg ‘almas nuqtaga ega bo ‘lishi uchun
Pey1(§) =0

tenglama &g > 0 yechimga ega bo ‘lishi zarur va yetarli.
Isbot. Zarurligi. Aytaylik Qj, operator

€ R2

1 So

(Bl Chasth)TT (Zley Chasdh)T
qo‘zg‘almas nuqtaga ega bo‘lsin. U holda quyidagi tenglik hosil bo‘ladi:

£ = A1 + 21 Ci1 &6
0= — .
Oxirgi tenglikni soddalashtirib quyidagi tenglamani hosil qilamiz:

k—i+1 .
a fg+1+zc ( )ai—1f(l)_ak+1 = 0.

Qulaylik uchun ushbu

Wo =

i=k—j+1
belgilashdan hamda
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o=
tenglikdan foydalansak, ko‘phad tenglamasi quyidagi ko‘rinishga keladi:
k

Ck—2j+1 _
Pey1(8):= a &t + Z C;]c (—> ak—jf(l)( e ag4+1 = 0.
=1

k—j+1
Yetarliligi. Aytaylik Py, (&) ko‘phad &, musbat ildizga ega bo‘lsin. U holda
Qi (x0,$0%0 ) = (X0, §0%0)
1

.
(Zfzo C}caifé)k_l

tenglik o‘rinli bo‘ladi. Bu yerda

Xg =

1-lemma isbotlandi.

2.2-lemma. Py 1 (£) ko ‘phad kamida bitta musbat ildizga ega.

Isboti. Hagiqatdan ham Py 1 (0) = —ay, Py41(4+00) = 400 munosabatga ko‘ra Py (¢) ko‘phad
[0, +00) oraligda yechimga ega bo‘ladi.

3. Gammershteyn tipiga mansub integral tenglamalarning musbat yechimlari

Gammershteyn integral tenglamasi integral tenglamalar nazariyasida muhim o‘rin tutadi. Bu tenglama

quyidagi ko‘rinishda ifodalanadi:
b

f(t) =v(t) + Aj K(t,wWF u, f(uw))du

a
bu yerda f(u) -noma’lum funksiya, v(t)-ma’lum funksiya, K(t,u) - yadro funksiyasi, F(u, f(u))-
nochiziqli funksiya, A-parametr, /a,b/-integral olinadigan oraliq.
Birinchi tur Gammershteyn tenglamasi quyidagi ko‘rinishda bo‘ladi:

b
Jo K& WF @, fW)du = £(t) (D
Biz har bir k € N\{1} uchun nochiziqli funksiyani F(u,f(w)) = f¥(u) holatda, integrallash
oralig‘ini [0,1] ko‘rinishda aniqlasak, u holda (1) tenglama
1

[ kewrwadn = £ @
ko‘rinishga keladi. ’

Qulaylik uchun [0,1] dagi uzluksiz funksiyalar fazosi C[0,1] da
C5[0,1] = {f(t) > 0: f(¢) € C[0,1]}

sinfni aniqlab olaylik.

Biz K (t,u) yadroni

Kt u) = o0y @) + oy(t), o), y(t) € C,[0,1]
kabi (ya’ni ajraluvchan simmetrik (K (t,u) = K(u, t)) ko‘rinishida) qaraylik.
U holda (2) tenglama

1
f (POP) + PP FFwdu = £(©) 3)
0

ko‘rinishga keladi. Ta’kidlash joizki, biz (3) tenglamaning trivial bo‘lmagan musbat yechimlarini
qidiramiz.
Ma’lumki (3) tenglamaning yechimi

f(©) = p®O)x +y(t)y 4
ko‘rinishda bo‘ladi, bu yerda

1 1
x = [ p@f*wdu>0,y = [, o@)f*(w)du > 0. (5)
(5) belgilashga (4) yechimni olib borib qo‘yamiz, ya’ni
1 1

x = [ W@z + W)t duy = [ 9E0@e +Pa0y)du
0 0
Biz
a = [, 9 P du > 0, i =01k, gy = f 9** @du > 0 (6)
kabi belgilashlarni amalga oshiramiz. Natijada esa,
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K K
X = Z Chaix* 7yt y = apqx* + Z Crai1x* 1yt
i=0 i=1
tenglamalar sistemasini hosil qilamiz. Oxirgi sistema esa Q; operatorning RZ dagi musbat yechimini
topish masalasiga kelishini ko‘rishimiz mumkin.
Aytaylik, Py, 1(8) ko‘phadning koeffitsiyentlari (5) tenglik yordamida aniglangan bo‘lsin. U holda
quyidagi teorema o‘rinli.
3.1-teorema. Har qanday k € {2,3,4} uchun (3) integral tenglama yagona
@) + Y (6o
f@© = Tt €[01]
T | . . k-1
(Bl Chgl fy o*m it ()<
musbat yechimga ega bo ‘ladi. Bu yerda &, Py41 (&) ko ‘phadning musbat ildizi.
Isbot. Ma’lumki (4) va (6) belgilashlarga ko‘ra hamda 2.1-lemmaga ko‘ra tenglama yechimining
ko‘rinishini hosil gqilish murakkablik tug‘dirmaydi. Qolaversa 2.1-lemmaga ko‘ra P3(£),P,(§),Ps(§)
ko‘phadlarning musbat ildizini tadqiq etish yetarli. 1.2-lemmaga ko‘ra garalayotgan ko‘phadlarning musbat

ildizlari mavjud. Shu sababli musbat ildizining yagona ekanini isbotlaymiz.
k = 2 holat.

P3(§) = a;8% + a;8* — ap§ —a
3-darajali ko‘phadni qaraylik. Ko‘rinib turibdiki P;(¢) ko‘phad funksiyaning O o‘qining musbat
yo‘nalishi bilan Kkesishish nuqtalari, uning musbat ildizlarini tashkil etadi. Shu sababli, n = P3(§)
funksiyaning grafigini tahlil qilamiz. n = P;(¢) funksiyaning kritik nuqtalarini topamiz, ya’ni
P3(§) = 3a,8* +2a1§ —ap =0
tenglamani yechamiz. Natijada
_ —20,- /i@ i2agey , _ —20y+/H@) 12000
1= 6a, 2 = 6a,
ildizlarni topamiz. Aniqlanishiga ko‘ra ay, a; va a, larning qat’iy musbat ekanidan
§1<0,5>0
munosabatlar o‘rinli ekanini ko‘rish giyin emas. Aniqlanishiga ko‘ra n = P3(¢) funksiyaning grafigi
(—o0,&;] oraligda osuvchi, (&;,&,) oraligda kamayuvchi, [§, + o) oraliqda esa o‘suvchi bo‘ladi. P;(0) =
—a3 < 0 munosabatning hisobiga esa, n = P3(¢) funksiyaning grafigi O& o‘qining musbat yo‘nalishi bilan
yagona nuqtada kesishadi. Demak, P;(¢) ko‘phad yagona musbat ildizga ega.
k = 3 holat. Ushbu

Py(§) = azé* + 2a,8° — 244§ — ay
ko‘phadning musbat ildizini tahlil qilamiz. Aniqlanishiga ko‘ra a3, a,, ay va a4 lar musbat sonlar.
P, (&) ko‘phad funksiyaning O¢ o‘qining musbat yo‘nalishi bilan kesishish nuqtalarini tahlil gilamiz. Buning
uchun
Pi(§) = 4a38> + 6a,§* — 2a,
ko‘phadning musbat ildizlarini tahlil qilishimiz kerak. Ma’lumki,
Pi(—c0) = =00, P}(0) = ~2aq < 0, P;(+0) = +oo,
munosabatlar o‘rinli bo‘ladi. Uni tahlil gilish uchun yana bir marta hosila olib nollarini topamiz, ya’ni
Py (&) = 12a38% + 12a,¢ = 0.
P;'(§) funksiyaning ildizlari bo‘lgan & = —22 < 0,&, = O nuqtalar P;(¢) funksiyaning kritik

as
nugqtalarini tashkil etadi.

P, (&) funksiyaning grafigi (—oo, ;] oraligda o‘suvchi, (§;, 0] oraligda kamayuvchi, (0, +) oraliqgda
esa o‘suvchi bo‘lib, P,(0) < 0 ekanligidan, P,(¢) ko‘phadning grafigi (0, +c0) ni yagona nuqtada kesib
o‘tishi kelib chiqadi.

Ko‘rinib turibdiki,

Py(§) = 4a38® + 6a,8% — 2a,

funksiyaning yagona &y > 0 musbat ildizga ega ekanidan, P,(§) ko‘phadning grafigi [§o, +o0) da

o‘suvchi hamda [{)rgrig) P4(&) = Py(&p) (P4 (0) < 0 ekanligidan) munosabat o‘rinli bo‘lishini ko‘rish giyin

emas. Demak, P4(§) ko‘phad [y, +o0) da yagona musbat ildizga ega bo‘ladi.

k = 4 holat. Ushbu holatda beshinchi darajali quyidagi ko‘phad hosil bo‘ladi:
Ps(§) = a4&° +3a3¢* + 2a,8° — 20,8 — 300 — as.
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Ma’lumki bu yerda a, as, a,, a;, ay va as lar musbat sonlar. P5(¢) ko‘phad funksiyaning 0§
o‘qining musbat yo‘nalishi bilan kesishish nugqtalarini qidiraylik. Endi, n = P5(¢) funksiyaning kritik
nugqtalarini topamiz,

PL(&) = 5a,8* + 12a383 + 6a,8? — 4a,¢ — 3a,,
Pi(—00) = +00,P(0) = —3ay < 0, Pe(+) = 40
PY'(&) = 20a,é3 + 36a382 + 12a,¢ — 4a,
Py’ (=) = —00, P (0) = —4a; <0, P§'(+) = +oo
PL" (&) = 60a,&? + 72a5¢ + 12a,

P'(¢§) ko‘phad  grafigi [0,+o0) da  o‘suvchi (chunki har qanday ¢ >0da
PY"(&) = 60a,8? + 72a3¢ + 12a, > 0) bo‘ladi. Shu sababli PL'(§) ko‘phad [0,+00) da yagona &, > 0
ildizga ega bo‘ladi. Bundan esa [(I)I}'_iol(l)) Ps(§) = Ps(&,) munosabat o‘rinli bo‘lib [&, +o0) oraligda

o‘suvchidir. Demak, P:(¢) ko‘phad [&j, +0) oraligda yagona &; musbat ildizga ega. Ps(0) <
0 munosabatga ko‘ra P5(¢) uchun [griin) Ps (&) = Ps(&1) < 0 bo‘lib, [&;, +0) da o‘suvchi ekanligidan shu

oraliqda yagona musbat ildizga ega ekanligi kelib chiqadi. 3.1-teorema isbotlandi.
Keli daraxtida aniqlangan translatsion-invariant Gibbs o‘Ichovlari

Aytaylik, k —tartibli [}, = (V, L) Keli daraxti berilgan bo‘lsin. Bu bir jinsli va siklsiz cheksiz graf
bo‘lib, uning har bir uchidan aynan k + 1 ta shox (qirra) chiqadi. Bu yerda V grafning uchlari, L esa qirralari
to‘plami. x va y uchlarini tutashtiruvchi yagona [ € L qirra mavjud bo‘lsa, u holda ular yaqin qo‘shnilar
deyiladi hamda [ = (x,y) ko‘rinishida belgilanadi. Berilgan (x, x;), (X1, x3), ..., {X4_1,¥) yaqin qo‘shnilar
to‘plami x dan y ga boruvchi yo‘lak deb ataladi. Keli daraxtida d(x,y) masofa x dan y ga boruvchi eng
qisqa yo‘laklar soniga teng, ya’ni

d(x,y) = min{d: 3x = xg, X1, ..., Xg-1,Xq =y € V,bu yerda (xox1), ..., (Xq-1Xa)}-

I, Keli daraxtida markazi x, nuqtada, radiusi [ = 1,2, ...bo‘lgan W, sfera va V; sharni quyidagicha
aniqlaymiz:

W,={xeV:d(xx%)=1},V,={x e V:d(x,x°) <1},
L, ={{x,y) € L:x,y € V,}.

Agar x° dan y ga o‘tuvchi yo‘lak x orqali o‘tsa, u holda x < y kabi belgilanadi. Agary > x vax,y
go‘shni uchlari bo‘lsa, y uchi, x uchining “keyingi avlodi” deyiladi. x uchning barcha keyingi avlodlari
to‘plami S(x) kabi belgilanadi hamda x € W,, uchun quyidagicha aniqlanadi:

S() ={y € Wyyq:d(x,y) = 1}.

Agar x uchining keyingi avlodlari to‘plami S(x) bo‘lsa, u holda barcha x%dan farqli x € V uchlari
uchun |S(x) | = k va |S(x°) | = k + 1 munosabat o‘rinli bo‘ladi.

Biz spin qiymatlari [0,1] to‘plamdagi qiymatlarni qabul qiluvchi va I}, daraxtning uchlariga mos
go‘yiluvchi modelni qaraymiz. Ixtiyoriy A € V to‘plam uchun g, konfiguratsiya deb g,: A — [0,1] shartni
ganoatlantiruvchi ixtiyoriy funksiyaga aytamiz. A to‘plamda aniqlangan barcha konfiguratsiyalar to‘plamini
Q4 = [0,1]4 orqali belgilaymiz. Mos ravishda x € V +— o(x) € [0,1] shartni ganoatlantiradigan ixtiyoriy
funksiya yordamida V to‘plamda o konfiguratsiyani aniqlaymiz hamda V da aniglangan barcha
konfiguratsiyalar to‘plamini [0,1]" kabi belgilaymiz. Bizga [0,1] da aniglangan uzluksiz gat’iy musbat ¢ va
1y funksiyalar berilgan bo‘lsin. [}, Keli daraxtida modelni (gamiltonian) quyidagicha aniglaymiz:

1
H(o) = -+ z In[p(c(x))P(e()) + e(e(¥)P(a(x)w)]
B <x,y>€EL
bu yerda ] € R\{0} va &(u,v) € [0,1]?> > &, € R berilgan, chegaralangan, o‘Ichovli funksiya.
Berilgan H model uchun translatsion-invariant Gibbs o‘lchovlari sonini topish masalasi (3) integral
tenglamaning musbat yechimlarini topishga keltiriladi ([7-8] ishlarga qarang).
Teorema. k € {2,3,4} lar uchun, I}, Keli daraxtida aniglangan H model yagona translatsion-invariant
Gibbs o ‘Ichoviga ega.
Moliyalashtirish: Mazkur tadgiqot ishining natijalari AL-9224093956 raqamli “Kubik stoxastik
operatorlarning dinamikasi va tatbiglari” mavzusidagi amaliy loyiha doirasida olindi.

ADABIYOTLAR:

1. Rozikov U.A. and Eshkabilov Yu.Kh. On models with uncountable set of spin values on a Cayley
tree: Integral equations. Math. Phys. Anal. Geom. —=2010. —13. — P.275-286.

SCIENTIFIC REPORTS OF BUKHARA STATE UNIVERSITY 2026/10 (139) 25



MATHEMATICS

2. Eshkabilov Yu.Kh., Haydarov F.H., Rozikov U.A. Non-uniqueness of Gibbs measure for models with
uncountable set of spin values on a Cayley Tree. J.Stat.Phys. — 2012. — 147.— P.779— 794.

3. Eshkabilov Yu.Kh., Haydarov F.H., Rozikov U.A. Uniqueness of Gibbs measure for models with
uncountable set of spin values on a Cayley tree. Math. Phys. Anal. Geom. — 2013.— 16(1).—P.1-17.

4. Eshkabilov Yu.Kh., Nodirov Sh.D., Haydarov F.H. Positive fixed points of quadratic operators and
Gibbs Measures. Positivity—2016.—20(4)—P.929— 943.

5. Eshkabilov Yu.Kh., Nodirov Sh.D. Positive Fixed Points of Cubic Operators on R2 and Gibbs
Measures. Journal of Siberian Federal University. Mathematics Physics—2019-12(6)—P.663—673.

6.  Eshkabilov  YuKh.,  Nodirov  Sh.D. On the positive fixed points  of
quartic operators // Bulletin of the Institute of Mathematics.—2020.—-Ne3.— P.27— 36.

7. Eshkabilov Yu.Kh., Nodirov Sh.D. Positive Fixed Points of Hammerstein Integral Operators with
Degenerate Kernel. Uchenye Zapiski Kazanskogo Universiteta. Seriya Fiziko-Matematicheskie Nauki.
2024;166(3):437-449. (In Russ.)

8. Nodirov Sh.D. Description of translation-invariant Gibbs measures on a Cayley tree of arbitrary
order. Uchenye Zapiski Kazanskogo Universiteta. Seriya Fiziko-Matematicheskie Nauki. 2026,168(1):102-
112. (In Russ.)

SCIENTIFIC REPORTS OF BUKHARA STATE UNIVERSITY 2026/10 (139) 26



